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SYNOPSIS
　　Rece且tly，　a　quasi．lillear　state　estimates　has　been　obtained　in　the　author’s　work1），　in
which　it　is　assumed　that　the　observed　signals　are　the　nonlinear　vector　function　of　two
signals　（state　vectors）　and　observed　noises，　and　that　each　of　two　signals　is　taken
for　the　solutions　of　the　stochastic　nonlinear　di鉦erential　equations　with　gaussian　white
noise　inputs．　The　desired　estimate　is　for　one　of　two　signals．　And，　optimal　estimate
processes　are　Ieduced　to　the　solution　of　the　simultalleous　di任erential　equations　which　are
　　　　　　　　　　ほcomposed　of　two　di任erential　equations　for　the　estimate　processes　and　six　for　the　error
vanaRces．
　　In　this　paper，　it　is　proved　that　obtained　estimates　are　optimal，　and　that　s量x　di鉦erelltia藍
equations　for　error　variances　are　degenerated　to　fouL
1．　ま　え　が　き
　2個の状態ベクトルと外乱とが非線形結合を生じて観測ベクトルを生じている場合，そのよ
うな観測データにもとついて2個のうち一方の状態ベクトルを推定する問題がすでに筆者によ
って報告されている1）。2個の状態ベクトルはそれぞれあるタイプの非線形確率微分方程式で
表わされる力学系によって支配されていると仮定されているので，非線形性の故にある線形化
近似過程を通らざるをえない。筆者は確率的線形化近似を採用した上で，上述のような問題を
結局2個の推定過程を示す微分方程式と6個の誤差の分散行列に関する微分方程式とを連立さ
せた形で解くことに帰着せしめている。しかしながらそこで得られた推定値がはたして最適な
値であるかどうかについては必ずしも明確にはなされなかった。
　本論文において拡大システムを導入することにより先にえられた結果をより取り扱いを容易
にすると共に，えられた推定値が最適なものであることを明らかにしたい。その結果，求めた
い状態ベクトルの推定値嫡2個の推定過程を表わす微分方程式と4個の誤差の分散行列微分方
程式とを連立されて解けば良いことが明らかにされた。したがって先にえられた結果において
6個の誤差の分散行列微分方程式群のうち2個は他の2個の微分方程式と全く等価なことも示
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されている。なお確率的線形化近似によってえられた推走過程を擬線形状態推定過程と呼ぶこ
とによると共に，後述するような，ある制御基準にもとついてえられた推定過程を最適推定過
程と呼ぶことは周知の事実である。したがって確率的線形化近似過程をへてえられた推定過程
を最適擬線形状態推定過程と呼ぶこともごく自然のことのように思はれる。
2．　問題の提起と力学形，観測系の線形化
　先に筆者は次のような問題を提起した1）。すなわち
　　　　　　dx（t）　＝F－［彦，　x（t）］dt＋G，（t）dω1（t）　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　　du（t）＝＝F2［ち〃（t）］dt十G，（t）dw，（の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
　　　　　　x（te）＝xo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　　〃（’o）＝〃o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
なる確率微分方程式によって支配される2個の状態ベクトル（入力信号）x⑦，y（t）に対し
て，観測信号Z（t）が次式であたえられているものとする。
　　　　　　dz（t）＝H［ちx（t），y（彦），　V（t）］dt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
ここで，形式的にではあるけれども
　　　　　　z（t）・一一¢tzlll（t）　　．　　　　　（・）
で定義されるZ（のを観測信号と以下考えることにする。そこで（1），（2），（5）の代りに次
のシステムを採用することにする。
　　　　　　　dx（t）　　　　　　　　　　＝F，［ちx（の］十G，（のWi（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　　　　　　　dt
　　　　　　　du（彦）　　　　　　　　　　＝＝F2［t，　y（t）］＋G2（t）W2（t）　　　　　　　　　　　（8）　　　　　　　dt
　　　　　　z（t）＝H［ちx（t），y（t），1z（t）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
　ただし各記号の意味は次のごとくである。
　　x（t）：nl×1ベクトル
　　g（t）：n2×1ベクトル
　　Fl［］：nl×1ベクトル値関数
　　F2［］：n2×1ベクトル値関数
　　ωi（t）：Ml×1ベクトルブラウン運動過程
　　，ω2（t）：〃z2×1ベクトルブラウン運動過程
　　G，（の：nl×M1行列でtvこついて連続　　　　　　　　　『
　　G2（t）：n2×M2行列で’について連続
　　t：現在時刻
　　to：系の解発生開始時刻
　（1），（2）の解は存在しかつ一意的であるものとすると共に
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　　　　　　　　　　　dtO1（t）　　　　　　Wi（t）　＝　 　　　　 　　dt　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　（10）
　　　　　　　　　　　dw2（t）　　　　　　w2（t）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）　　　　　　　　　　　　dt
　　　　　　　　　　dv（t）　　　　　　y（t）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）　　　　　　　　　　　dt
と定めていて，それらは次のような意味をもつものとずる。
　　Wi（の：Ml×1ベクトルで正規白色雑音
　　恥（t）：M2×1ベク，トルで正規白色雑音
　　v（彦）：d×1ベクトルでブラウソ運動過程
　　γ（の：d×1ベクトルで正規白色雑音
　　Z（の：n3×1ベクトル
　　z（t）：n3×1ベクトル
　　H［］：n3×1ベクトル値関数
　ただし　nl≧n3，　n2≧n3
　また各共分散行列を期待値演算Eによって次のように定める。
　　　　　　cov［x（t），y（τ）］＝E［x（t）y’（τ）］－E［x（の］E［y’（τ）］　　　　　　　　　　　　　　　（13）
　　　　　　c°v［w，（t），　Wi（t）］＝Q（t）　6（t一τ）　：．　　．’，　（14）
　　　　　　cov［W2（t），　W2（τ）］＝R（彦）δ（t一τ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
　　　　　　…［Wi（t）・脆（・）］－0’”J’　　　　　．1（・6）
　　　　　　cov［V（の，　V（τ）］－S（t）　6（t一τ）　　　　　　　　　　　　（17）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝　　、　・幽　　　　　　　　！，　　’　　『　・　ttt　　　　　　cov［隅（t），　V（τ）］－cov［Wi（の，　V（τ）］＝＝O　　　　　　　　　（18）
ここで’は転置を示し　　・　‘　・　レ
　　Q（t）：Ml×Ml行列　tについて連続微分可能
　　　　　　　　　　・　　㌔・　｝　｛iAt　　　，　　　　　．　　　一一　、　　　・　　　　　　　．　　　・
　　R⑦：M2×M2行列　”tについて連続微分可能
　t　も　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　のへ
　　S（の：d×d行列　　　t　tlこついて連続微分可能
またQ⑦，R（t），　S（t）はすべて正定置形式である。δ（t一τ）はディラックのデルタ関数を表
わす。・　　　　lt．　．　　　’t　t－t．．　．　　・　　・．　　lx
　いまX（のの双対ベクトル空間の要素，すなわち共状態ベクトルX＊を導入し，その第i成
分をXi＊とする。ここでx＊は1×n’ベクトルであってi－1．2……nとする。このときx＊
のX（のにおける値を・　’一‘・L”1・「』lt　　I．
　「’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　「　　　　　，　，
　　’　　　［x＊，x（t）］＝ΣXi＊xε（t）　　　　　　　　　　”　　　　　　　　　　　（19）
　　　　　　　　　　　　ピ零1　　　，　　　・・
で定義しておけば　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・
　　　　　　［x＊・x（の］2－［x＊rp（り］1κ＊κ④ガ④κ＊’　．．　’，．・（20）
なる演算も許される。以上の準備のもとに
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　時間to≦τ≦tにおける観測信号Z（τ）があたえられているときE［x＊，　x（t）－il（tlt）］2をす
べてのX＊に対して最小によるような推定
　　　’　i（・1・）…E｛x（t）lz，｝一∫跡砦α）P｛x（t）1z，｝dx（t）　　　　（・・）
を求めよ。ただしEC”）はn次元ユークリッド空間を示し，　Z，はto≦τ〈tにおける観測信号
Z（τ）の集合Z，　｛Z（τ）：to≦τ＜t｝を表わしている。またP｛IZ・｝は条件つき確率密度関数
である。
　のように問題が提起される。しかしながら（7）～（9）のシステムは非線形であるから，一般
にX（の，y（のに関して，無限次元のモーメントに関する情報を必要とするから解けないこと
になる。そこで次のような近似プロセスを採用することにする。すなわち，F，［t，x⑦］，　F2［t，
y（の］，H［t，X（t），　y（t），　V（の］をX（t），　y（t）の推定値ft（tlt），　D（tlt）のまわりでテーラー
展開を行うことにする。
　　　　　　∬1［ちx（’）］＝θ1（の十θ1（’）［x（’）一命（tlの］十ex（’）　　　　　　　　　　　　　　　　（22）
　　　　　　凡［t，y（t）］＝θ2（t）十θ2（t）［9（t）－D（tlt）］十e〃（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
　　　　　　丑［ちx（の，〃（の，v（の］一θ3（の＋θ3x（の［x（の一i（tlt）］
　　　　　　　　十θ3y（t）［y（の一D（tlt）］十θ3り（t）V（t）十eH（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）
　このときZ・に関してそれぞれの誤差項ex（の，　e．（t），　eH（t）のノルムを導入することによ
って，E［lle．（t）II21　Z，｝，E｛lleg（t）II21Z，｝，E｛IleH（t）1121Z，｝をそれぞれ最小にすることによっ
て各展開係数を求めて，それらを採用することによってそれぞれの誤差項を省略すると（1），
（2），　（5）｝ま
　　　　　　dx（t）＝θ1（t）x（t）dt十｛θ1（t）一θi（t）全（t　l　t）｝dt十G，（t）dWl（t），　x（to）＝＝Xo　（25）
　　　　　　dg（t）＝θ2（t）9（t）　dt＋〔θ2（彦）一θ2（t）9（tlt）｝dt＋G2（t）dw2（t），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（to）＝＝yo　　　　　　　（26）
　　　　　　dz（彦）一｛θ、x（t）X（t）＋θ、。（彦）〃（の｝dt＋・｛θ、（i）二θ、x（t）i㈹
　　　　　　　　　　一θ3y（t）D（tlt）｝dt十θ3．（t）　dv（の，　z（to）＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）
となる。すなわち
　　　　　　　dx（t）　　　　　　　　　　＝θ1（t）x（t）十｛θ1（t）一θ1（t）命（tlt）｝十G，（t）J）V，（の，　x（to）＝＝Xo　　　（28）
　　　　　　　dt
　　　　　　　4餐の一θ・（t）〃（t）・｛・・（t）一θ・（t）ρ㈹｝＋G・（の既（t），　y（t・）r・・（㍗）
　　　　　　Z（彦）＝＝　｛θ3．（t）X（の＋θ39（t）〃（彦）｝＋｛θ3（の一θ3。（t）k（tlt）一θ3y（t）9（tlt）｝
　　　　　　　　　　＋θ3。（t）　V（の，Z（t・）－0　　　　　　　　　　　　（30）
　したがって問題1は次のように言いかえるのがより実際的である。
問題2
　E［x＊，x（t）　－i（tlt）］2をすべてのx＊に対して最小にするような推定’
　　　　　　i（・1・）・・－E｛・（t）IZ・｝一∫旙（t）P｛・（・）IZ・｝dx（t）　　　（・・）
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を求めよ。
　ただしx（t）は（28）の力学形で支配されていてZ（t）は（30）であたえられる観測系である。
Z，は問題1の場合と同様である。
　さてこのようにして提起された問題を解くわけであるが，（25），（26），（27）あるいは（28），
（29），（30）のシステムそののままの形で取り扱う代りに便宜上若干の変形を行うことにする。
すなわち，X（の，　u（t），　Z（のの代りにそれぞれ新しいベクトルギ（t），ξU（t），ブ（t）を導入し
て
　　　　　　ξx（t）＝x（t）十ρx（の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）
　　　　　　ξx（te）＝x（to）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）
　　　　　　ξy（t）＝9（の＋ρy（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）
　　　　　　ξy（to）＝〃（to）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）
　　　　　　η9（t）＝Zてt）一ρxy（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）
　　　’　　ηz（to）＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）
と定める。ただし〆（t），py（t）は（28），（29）の推移行列をそれぞれ¢x（t，　s）φy（t，　s）とした
とき
　　　　　　px（t）一∫；ダ（t・・s）｛e・（・）ft（・ls）－el（・）｝ds　　　　　（・8）
　　　　　　py（t）　・・　ll，ρy（ち・）｛8・（・）・（・1・）－e2（・）｝ds　　　（39）
で定義される。さらにρX〃（のは次式であたえられる。
　　　　　　P・y（t）一∫」，｛e3（t）－e・・（・）k（・1・）〕・　∫；隼（・）9（・1・）ds　　（・・）
このようにして
　　　　　　　dξx（の　　　　　　　　　　　＝θ1（t）ξx（t）＋G，（t）Wi（t）　　ξx（to）＝X（to）
　　　　　　　　dt
　　　　　　　dξ9（t）　　　　　　　　　　　＝e2（t）ξy（t）＋G2（t）W2（t）　ξy（to）＝＝9（to）
　　　　　　　　dt
をうる。（41），（42）は変換された力学系を示している。さらに新しい確率過程
1　　　吻z（の＝＝　｛θ3。（彦）X（の＋θ3。（の〃（t）｝dt＋θ・。（t）　dv（の
を導入することによって，さらに新しい確率過程を
　　　　　　吻（の一吻z（t）＋θ・。（t）ρx（t）dt＋θ3“（のρ〃（t）　dtη（あ）－0
と定めると，変換された観測系
　　　　　　dη（の一θ3．（t）ξx（彦）dt＋θ3〃（t）　ey（t）dt＋θ3．（t）dv（の
あるいは
（41）
（42）
（43）
（44）
（45）
　　　　　　il（の一‘釜）θ・・（t）ξx（t）＋・・v（t）ey（の＋θ・・（t）・v（t）　　（46）
をうる。したがって一応x（のの推定を行うのに（46）の観測にしたがって，ξx（t）の推定を行
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ってからX（彦）の推定がえられるということになる。ただしこれらの展開において
　　θ1（の：nl×1ベクトル
　　θ2（の：n2×1ベクトル
　　θ3（の：n3×1ベクトル
　　θ1（t）：nl×nl行列
　　θ2（の：n2×n2行列
　　θ3．（t）：n3×n・行列
　　θ3y（t）：n3×n2行列
　　θ3。（の：n3×d行列
　　ex（の：nl×1ベクトル
　　ey（t）：n2×1ベクトル
　　eH（t）：n3×1ベクトル
を表わしていて
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　 　　θ1（の＝E｛F1［ちx（’）］IZ｝＝・F1［ちx（の］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　 　 　θ2（t）　・・E ｛F，［t，　y（t）］lz・｝－F2［t，　y（t）］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　 　　θ3（t）＝E｛H［ちx（t），〃（の，v（の］lz‘｝＝17［ちx（t），〃（t），　yての］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　 　 　θ1（t）　一＝E｛［F，［t，　x（t）］－F，［t，　x（t）］［x（t）－k（tlt）］’1Z，｝・Px（tlt）＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　 　　 θ・（の一E｛［F2［ち〃（老）］一興［ち〃（t）］］［〃（の一9（tlt）］’lz，｝・P。（tlt）”
ただし
　　　　　　　P。（tlt）　一＝c・V［X（t）IZ・］－E［X（彦）X’（t）IZ・］－E［X（t）IZ，］E［X’（t）IZ，］
　　　　　　　Pg（tlt）－C・V［y（t）1Z，］－E［y（t）y’（t）IZ・］－E［〃（t）IZ，］E［9’（t）1Z，］
であたえられる。さらに
　　　　　　θ3．（の一ξi（tlt）a（tlt）＋ξ2（tlt）r（tit）
　　　　　　θ3y（彦）一ξ1（tlt）β（tlt）＋ξ2（tlt）δ（tlt）
であたえられるが，
　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　ξi（tlt）－E｛［H［ちx（t）・y（t），，v（t）］－H［ちx（t），y（t），　v（t）
　　　　　　　　　　　・［x（t）一命（tlt）］’lz，｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　 　ξ2（tlt）－E｛［H［t，x（t），y（t）， v（t）］－H［ちx（の，y（t），　v（の］］
　　　　　　　　　　　・［y（t）－D（tlt）］’lz，｝
また誤差の共分散行列　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　Pxg（tlt）－COV［X（の，y（t）IZ，］
　　　　　　　　　　＝E｛x（t）y’（t）1z‘｝－E｛x（t）1z，｝E　｛y’（t）lz，｝
　　　　　　Pyx（tlt）　＝　COV［y（t），X（t）IZ，］
　　　　　　　　　　＝E｛y（t）x’（t）　IZ，｝－E｛y（t）IZ，｝｛E｛κ’（t）IZ，｝・
により
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であたえられる。さらにθ3。（t）は次式であたえられる。
　　　　　　E〔H［t，x（の，y（t），　V（t）］17’（t）IZ，｝＝＝θ3v（t）S（のδ（t一τ）　　　　　　　　　　　　　　（61）
ただし
　　ξ1（tlt）：n3×nl行列
　　ξ2（tlt）：n3×n2行列
　　a（tlt）：nl×nl行列
　　β（tlt）：nl×n2行列
　　γ（tlt）：n2×nl行列
　　δ（tit）：n2×n2行列　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　』
　3，　拡大システムによる線形推定過程
　さて問題2に対する解をあたえるのに必要な補助的な性質を導こう。先に筆者によれば次の
ような問題が解かれている2）。すなわち，力学系，観測系がそれぞれ
　　　　　　dx（の　　　　　　　　　＝F，（t）x（t）十G，（t）隅（t）　　x（to）＝＝Xo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（62）
　　　　　　　dt
　　　　　　dy（の　　　　　　　　　＝＝F，（t）y（の十G2（t）W2（の　　〃（to）＝yo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（63）
　　　　　　　dt
　　　　　　Z（t）＝H，（t）x（の十H，（t）y（t）十r（のV（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（64）
であたえられているとする。このとき
　　　　　　E［x＊，x（の一全（tlt）］2
を最小にする線形推定i（tlt）を
　　　　　　th（・1・）・・E｛x（t）IZ，｝一∫語（ち畝赦　　　　（65）
　　　　　　E［〃＊，〃（t）－D（tlt）］2
を最小にする推定0（tlt）を
　　　　　　D（・1・）・一　E｛y（t）lz・｝一∫♪（t・・r）z（・）dr　　　　（66）
としたときの最適推定が次のようにあたえられている。
　　　　　　　　dt
ここで未知のK1①，　K2（のは次式であたえられる。
　　　　　　K1（t）　＝P，（tlt）H，’（t）［r（t）S（t）r’（の］－1
　　　　　　　　　　十ΣtlH2（t）’［r（t）S（t（r（t）］－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2－7
ゐ蕩1’L聯㈹＋K・（’）［Z（り一聯（’1’）］－K，（’脚）ρ㈹（67）
dD㈹一72⑦ρ㈹価（の［z（の一H・（の9㈹］－K・（t）猛（の命㈹．⑳
（69）
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　　　　　　・K2（t）－P2（tlの・U・’（の［r（のS（のr’（t）］－1
　　　　　　　　　　＋Σt2Hl’（の［r（t）8（のr’（≠）］－1
また誤差に関連する分散行列P・（tlt），Xtl，　P2（tlt），Σt2を
　　　　　　P，（tlt）－C・V［X（t）－i（tlt），X（の一i（tlt）］，
　　　　　　7・」COV［X（t）－i（tlt），〃（t）］
　　　　　　P2（tlt）　＝　coV［y（t）－D（tlt），y（t）－fi（tlt）］
　　　　　　Σ・2－COV［y（t）－D（tit），X（の］
また
　　　　　　Σ・3－COV［X（の一i（tlt），〃（t）－9（tlt）］
　　　　　　St4－COV［〃（t）　－D（tit），X（の一i（tlt）］
と定めると，それらは次の微分方程式群で支配されている。
　　　　　　　dP，（tlt）
　　　　　　　　　　　＝［F，（t）－K，（t）H，（の］P1（tlt）　　　　　　　　dt
　　　　　　　　　　　　十P，（tlt）［F，（t）－K，（t）H，（の］’
　　　　　　　　　　　　十G，（t）　Q（t）G，’（の十K，（t）r（t）8（t）r’（t）K，’（彦）
　　　　　　　　　　　　－K1（t）　H・（のΣ、4一Σ‘3H2’（のK・’（の
　　・・．　　dP2（肋　　　　　　　　　　　一［凡（彦）－K・（t）th（の］P2（tlt）　　　　　　　　dt
　　　　　　　　　　　　＋P・㈹［F，（t）－K，（t）H2（t）］’
　　　　　　　　　　　　＋G2（t）Q（t）　G2’⑦＋K・（t）r（t）s（t）r’（t）　K・’（の
　　　　　　　　　　　　一K，（t）　H，（t）Σ‘3一Σ‘4th’（t）　’K，’（t）
　　　　　　　dΣ‘i　　　　　　　dt［F・（t）－K・（彦）茄（の］Σ‘1＋Σ・1F・’（の一K・（彦）猛（のP・㈹
　　　　　　　dΣ，2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　一・　　　　　　　　　　＝［F・（t）－K・（t）　H・⑦］．Σt2＋Σ「t2F・’⑦一K2⑦H・（t）P，（tlt）　　　　　　　dt
　　　　　　　dX‘3　　　　　　　　　　－［F・（の一K1（のH・（の］Σt3＋Σ1‘3［凸（の一K2（’）H2（t）］’　　　　　　　dt
　　　　　　　　　　　＋K・（’）r（のS（のr’（t）　K2’（t）　－P・（肋研（t）　K2’①
　　　　　　　　　　　一瓜（t）H，（t）　P2（tlt）
　　　　　　　dX，4　　　　　　　　　　－［F・（の一K2（のH2（の］Et4＋．St4［R，（の一K・（’）孤（彦）］’　　　　　　　dt
　　　　　　　　　　　＋K2（t）r（彦）s（t）r’（t）　K，’（t）一　P2　（tlt）　H，’（舌）K・’（t）
　　　　　　　　　　　－K，（の且（t）　pi（tlt）
ただし，
　　夙（の：nl×nl行列
　　凡（の：n2×n2行列
　　H，（t）：n3×nl行列　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　H，（t）：n3×n2行列
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2－8
（70）
（71）
（72）
（73）
（74）
（75）
（76）
（78）
（79）
（80）
（81）
（82）
　　　　　　　　　　　拡大システムによるある擬線形状態推定について
　．r（t）：n3×d行列
またA（t，τ），B（t，τ）はそれぞれnl×n3　n2×n3行列でイソパルス応答関数を表わし，そρ
要素はt，τについて連続微分可能とする。またそれらの物理的実現可能性は保証されるもの
とする。それ以外の記号は前と同様とする。
　したがって（67），（68）によって最適推定過程が完全にあたえられる為には（76）～（82）の微分
方程式と共に連立微分方程式として解かねばならない。しかしながら，仮にこのようにしてえ
られた最適推定がはたして最適であるかどうかの保証はない。
　いま（62），（63）の力学系，および（64）の観測系を次のような拡大システムに書きかえること
にする。
　　　　　　X（t）一〔；：；：・（・・＋・・）・・べ・・ル　　　（83）
　　　　　　F（の一謝・（n1＋・・）・（・・＋・・）行列　　（84）
　　　　　　呵郷・一・（M・＋M2）行列　　（85）
　　　　　　　　　　凧（t）
　　　　　　彫（t）＝　　　：（Ml十M2）×1ベクトル　　　　　　　　　　　　（86）
　　　　　　　　　　w2（t）
　　　　　　Hてt）＝［H，（の，」H2（の］　：n3X（nl十n2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（87）
と定めることによって　　　　　　　　　’
　　　　　　dX（の　　　　　　　　　＝F（t）X（の十G（t）　m（の　　　　　　　　　　　　　　　　　　（88）　　　　　　　dt
　　　　　　X（to）・・Xo
　　　　　　Zてt）＝H（t）X（t）十r（t）V（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（89）
をうる。Z（t）なる観測値があたえられてX（t）の最適推定i（tlt）を求めるのを，一応X（の
　　　　　　Aの最適推定X（tlt）を求めるという問題に変換することにする。その結果からSl（tlt）を求め
ようとするわけである。（88），（89）であたえられるシステムに対しての最適推定を求めるのは
ことさら目新しいことではなくてKalmanとBucy3）によってあたえられている。結果を書
　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AくとE［X＊，X（t）－X（tlt）］2を最小にする最適推定X（tlt）が満足しなければならぬ必要十分
条件は，to≦τ＜tに対して
　　　　　　cov［X（tlt），Z（τ）］＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（90）
である。ここでX＊は1（t）’の共状態ベクトルを示している。さらに
　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　x（tlt）　・・x（t）－x（tlt）
　　　　　　　　Aである。さらにX（tlt）は次式で支配される。
　　　　　　　　A　　　　　　　4碧1の一瑠㈹＋K（t）［Z（t）－H（t）・Xi’（tlt）］　　　（・・）
　　　　　　K（の＝P（tlt）H’（のr’（t）－18（の一1r（の一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2－9
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　　　　　　　　　＝P（tlt）H’（の［r（t）s（t）r’（の］－1
・ここでP（tlt）は次の分散微分方程式であたえられる。
　　　　　　　‘等1’）一［F（t）－K（・）H（t）］P㈹＋P㈹［F（’）－K（t）丑（t）］’
　　　　　　　　　　　　＋K（t）r（t）s（t）r’（t）K’（t）十G（t）　Q（t）　Gf（t）
ただし，
　　　　　　　P（tlt）＝COV［X（tlt），X（tlt）］
また（90）の系として
　　　　　　　　　ヤ　　　　　　　　　　A　　　　　　　cov［X（tlt），　X（tlt）］自0
もすでにあたえられている3）。上式は容易に
　　　　　　　COV［X（t［t），全佛）］，COV［i（tlt），9（tlt）］　 　〔
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝O
　　　　　　　COV［il（tlt），i（tlt）］，　COV［il（tlt），D（tlt）］
とかきかえることができるから
　　　　　　　cov［i（tlt），i（tlt）］＝＝・O
　　　　　　　cov［i（tlt），9（tlt）］＝O
　　　　　　　cov［シ（tlt），k（tlt）］－O
　　　　　　　cov［シ（tlt），D（tlt）］－0
をうる。
　（97）～（100）に（65），（66）を代入すると
　　　　　　　cov［M（tlt），Z（τ）］－O
　　　　　　　cov［シ（tlt），Z（τ）］＝0
をうる。ただし
　　　　　　記（tlt）　－x（t）一歯（tlt）
　　　　　　D（tlt）　－y（t）一∂（tlt）
　したがって命（tlt），D（tlt）は実は最適な推定であることが証明された。
　また
　　　　　　　Σt3－COV［X（tlt），多（tlt）］－Xti－coV［元（tlt），9（tlt）］一Σt1
　　　　　　　Σ‘4－COV［ij（tlt），X（tlt）］一Σt2－cov［シ（tlt），i（tlt）］一Σt2
（92）
（93）
（94）
（95）
（96）
（97）
（98）
（99）
（100）
（101）
（102）
（103）
（104）
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（105）、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（106）
となる。よって（81），（82）の微分方程式は実は冗長なものであって，それらはそれぞれ（79），
（80）と等価ということになる。
4．　拡大システムによる擬線形状態推定過程
　このようしてえられた補助的性質をふまえながら，まつ（41），（42）であたえられた変換され
た力学系および（46）であたえられる観測系においてその拡大システムを次のように導入する。
　　　　　　ξ（の一〔：；：；：　　　　　（・・7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2－10
　　　　　　　　　　拡大システムによるある擬線形状態推定について
　　　　　　θ（t）・・＝「謝　　　　　　　’（・・8）
　　　　　　G（・）一〔郷　　　　一　（・・9）
　　　　　　・V（t）一［畿：li〕　　　　t　　（…）
　　　　　　θ3ノ（t）一［θ3．（の，θ3“（t）］　　　　　　　　　　‘　　（111）
とおいて力学系，観測系はそれぞれ
　　　　　　4釜の一θ（t）ξ（t）＋G（の脚・ξω一・（t・）・一・x・．．⑱
　　　　　　ラ（の＝θ3．η（t）ξ（t）十θ3．（t）V（t）　ラ（to）＝0　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　（113）
となる。ここで（32），（34）より
　　　　　　ξ（tlt）一＝X（tlt）＋P（t）　　　　　　　　　　’　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（114）
であって
　　　　　　　　　〆（t）
　　　　　　ρ（t）　・＝　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（U5）
　　　　　　　　　py（の
であり，かつ　　　　　　　、
　　　　　　・（t）一∫；ρ（t・・s）・｛θ（・）X（・）一・9s）｝ds　　．、　（・・6）
で定められている。ただしφ（t，S）は
　　　　　　dX（t）　　　　　　　　　＝θ（t）X（t）　　　　”　　　　1　　　　　　’　　．　　　　　tt：　　　「　　　　　　　　（117）
　　　　　　　dt
の推移行列を示し
　　　　　　・③一〔；：：：：　　　一　（・・8）
である。
　ここで（88），（89）と（112），（113）とは全く同形のシステムであることに注意して，次のよう
な各記号の変換を行うことによって，ただちに最適推定過程をうゐことになる。すなわち
　　　　　　x（の？ξ澱（の，y（彦）→ξY（t），　x（t）一｝ξ（t－）
　　　　　　F1（t）→θ1（の，F2（の→θ2（の，F（t）→θ（の
　　　　　　H・（t）→θ3．（の，H・（の→θ3“（t），　H（の→θ3xV（の　t、
　　　　　　r（t）→θ3。（t），z（t）→il（t）
とおきかえ．ると
　　　　　　　A　　　 4ξ髪1の一θ（t）ξ（・1・）＋K（t）［奪（t）・一一・e・ノ（t）ξ㈹］　　（・・9）
　　　　　　ξ（to）＝X（to）＝Xo
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2－11
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　　　　　　K（t）－P（のθ3’Xη［θ3。（t）S（t）θ3。’（の］－1
ただし〉、
　　　　　　P（tlt）一〔；：1’！瀦〕
で定められる誤差の分散行列であって，次の微分方程式で支配される。ただし，
　　　　　　P，（tlt）－COV［ξx（tlt），ξx（tlt）］－COV［元（tlt），X（tlt）］
　　　　　　P2（tlt）＝＝・COV［ξV（tlt），ξ”（tlt）］＝COV［ij（tlt），」ラ（tlt）］
　　　　　　Σtl＝COV［ξx（tlt），ξ9（tlt）］－COV［i（tlt），シ（tlt）］
　　　　　　Σ「t2　＝＝　cov［ξ9（tlt）・ξx（tlt）］－COV［シ（tlt）li（tlt）］
なる性質を持っている。
4P撃奄ﾌ一［θ（’）－K（’）θ…（’）］P㈹・P（’r’）［θ（・）一働・・ノ（’）］・
　　　　　　　　　　　＋K（t）θ3・（t）S（彦）θ3・’（彦）K’（t）＋G（t）　Q（t）G’（t）
（119）～（126）からただちに，（114）に注意して
　　　　　　ム　　　　　　　　　　　A　　　　　　ξ（tlt）＝2【てtlt）＋ρ（の
なる関係によって，もう一度X（t）に変換しなおすことによって結局
　　　　　　　識1｝1の一el（の＋K，（・）θ・．（t）・v（t）－Pi［t，・x（t）］・K，（t）θ・．（t）・v（・）
　　　　　　　吻1｝1’L・・（の＋K・（の・3v（’）v（の一丸M）］＋K・（’）θ・，（のv（t）
をうる。ここで未知のK，（の，K2（t）は
　　　　　　K，　（t）－Pt（tlt）θ3エ’（t）［θ3。（t）S（のθ3ガ（t）］一’1
　　　　　　　　　　＋Σ・1θ3y（の［θ3。’（t）S（t）θ3v’（の］－1
　　　　　　K2（t）　＝　P2（tlt）θ3〃’（の［θ3．（彦）S（t）θ，．t（の］－1
　　・　　　　　　　十Σt2θ3．’（t）［θ3．（t）S（t）θ3。’（t）］－1
（120）
（121）
（122）
（123）
（124）
（125）
（126）
（127）
（128）
（129）
（130）
（131）
で計算される。さらにP，（tlt），P2（tlt），X‘1、，Σ・2はそれぞれ次の微分方程式の解としてあたえ
られる。
　　　　　　dPi（t［t）　　　　　　　　　　　＝［θ1（彦）－K1　（t）θ3κ（t）］Pt（tlt）
　　　　　　　　dt
　　　　　　　　　　　＋P1（tl彦）［θ，（t）－K1（彦）θ3．（t）］’＋σ1（彦）Qα）σ・’（の
　　　　　　　　　　　＋K，（t）θ3。（t）S（t）θ3。’（t）K・’（t）－K，（t）θ39（t）Σ・2
　　　　　　　　　　　＿Etlθ3y’（t）　K1’（の　　　，　・　　　　　　・　　　　　，　　　　　Lt・　　　　　　（132）
　　　　　　dP2（tlt）　　　　　　　　　　一［θ2（の一K2（t）θ39（彦）］P2（tlt）　　　　　　　　dt
　　　　　　　　　　　＋P2（tlt）［θ2（t）rK2（t）θ39（t）］’
　　　　　　　　　　　　　　　　t　　 　　 　 ＋G・（t）Q（t）・G・’（の＋磁’）θ、直（t）S（t）θ，。’（彦）K、’（t）
　　　　　　　　　　　－K2（t）θ3．（t）Ztl－Xt2θ3κ’（t）K2’（の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（133）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2－・12
拡大システムによるある擬線形状態推定について
dS‘i　　－［θ1（t）－K，⑦θ3；（t）］Σt1＋St1［θ2（t）－K2（t）θ3“（t）］’dt
＋K，（t）θ3。（t）S（t）θ3。’（t）K2’（t）－P，（tlt）θ・．’（t）K2’（の
一K，（t）θ39（のP2（tlt）
dΣ‘2
　　－［θ2（t）－K2（のθ3“（t）］Σ・2＋21Ft2［θ1（の一K1（彦）θ3．（t）］’dt
＋K2（’）θ3。（の8（彦）θ3。’（のK，’（t）
－P2（tlのθ3“’（t）　K，’（t）－K2（t）θ3．（のP（tlt）
（134）
（135）
　ここでえられた推定i（tlt）は補助的にあたえられる推定D（tlt）と共に最適であることは
（97），（100）の性質を使えば容易に示される。
5．　む　　す　　び
　このようにして，問題1を問題2に変えた上で拡大システムによる解法を述べた。最適推定
i（tlt）を求めるのに（28），（29），（30）を（41），（42）で示される力学系および（46）で表わされる
観測系に変換した上でその拡大システム（112），（113）を定めてその最適問題を解いて，それに
より最終的な最適推定過程（128）を導いた。しかしながら（128）が完全に解けるためには（129）
と共に（132）～（135），あわせて6個の連立微分方程式を解く必要のあることがわかった。この
とき求められたi（tlt）は最適であることも示された。先に筆者によって得られた結果によれ
ば誤差に関する分散行列はあわせて6個の微分方程式で支配されていたけれども以上の考察に
よりそのうち2個の微分方程式は冗長なものであることが示された。なお具体的な計算例は別
の機会に報告したい。
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